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［専門科目（物理学）］（全２題） 

 

［問題 1］以下の文章を読み，問 A ～ E に答えよ．解答用紙には導出過程も記

述すること．ℏ は，Planck 定数 ℎ を用いて ℏ = ℎ/(2π) と表される． 

 

 一次元のポテンシャル障壁を電子が透過する確率を求めよう．ポテンシャル 

𝑉(𝑥) は 

 𝑉(𝑥) = ൞

 0           (𝑥 ≤ 0)         領域①

𝑉଴       (0 < 𝑥 ≤ 𝐿)    領域②

 0           (𝑥 > 𝐿)         領域③

 (1) 

で与えられる(𝐿 > 0)．質量が 𝑚 の電子の一次元運動は，以下の Schrödinger 方

程式により記述される． 

 −
ℏଶ

2𝑚

dଶΨ(𝑥)

d𝑥ଶ
+ 𝑉(𝑥)Ψ(𝑥) = 𝜀Ψ(𝑥) (2) 

ここで，Ψ(𝑥) は波動関数，𝜀 は電子のエネルギーである．ただし，𝜀 < 𝑉଴ とす

る．領域 ①，②，③ における式(2)の一般解はそれぞれ以下のように表せる． 

 

①     Ψଵ(𝑥) = 𝐴 e୧௞భ௫ + 𝐵 eି୧௞భ௫

②     Ψଶ(𝑥) = 𝐶 e୧௞మ௫ + 𝐷 eି୧௞మ௫

③     Ψଷ(𝑥) = 𝐸 e୧௞య௫ + 𝐹 eି୧௞య௫

 (3) 

ここで，定数 𝐴，𝐵，𝐶，𝐷，𝐸，𝐹 は図 1 に示している波の方向に対応している．

式(2)と(3)から 𝑘ଵ = 𝑘ଷ = 𝑘 =    ア  と 𝑘ଶ = i𝛾 = i    イ   が求まる． 

 

 

 

図 1 ポテンシャル 𝑉(𝑥) と式(3)で導入される定数 

𝐴 ～ 𝐹 に対応する波の方向. 
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ベクトル表記を用いて 𝐴，𝐵 と 𝐶，𝐷 の関係は以下のように書き直せる． 

 ቂ
𝐴
𝐵

ቃ = Mଵ ቂ
𝐶
𝐷

ቃ = ቂ
α  α∗

 α∗ α 
ቃ ቂ

𝐶
𝐷

ቃ (4) 

𝑥 = 0  での境界条件 Ψଵ(0) = Ψଶ(0)  と (dΨଵ(𝑥)/d𝑥)௫ୀ଴ = (dΨଶ(𝑥)/d𝑥)௫ୀ଴  か

ら，2×2 の行列 Mଵ の要素 α は α =    ウ  が求まる（ α∗ は α の複素共役

である）．同じように 𝐶，𝐷  と 𝐸，𝐹  の関係は，𝑥 = 𝐿  での境界条件 Ψଶ(𝐿) =

Ψଷ(𝐿) と (dΨଶ(𝑥)/d𝑥)௫ୀ௅ = (dΨଷ(𝑥)/d𝑥)௫ୀ௅ を用いて 

 ቂ
𝐶
𝐷

ቃ = MଶMଷMସ ቂ
𝐸
𝐹

ቃ = ቂ eఊ௅ 0  
0 eିఊ௅ 

ቃ ൤
  β∗ β  
 β  β∗ 

൨ ൤ e୧௞௅ 0  
0 eି୧௞௅ 

൨ ቂ
𝐸
𝐹

ቃ (5) 

となる．Mଷ の要素 β は β =    エ  である（ β∗ は β の複素共役である）． 

よって，𝐴，𝐵 と 𝐸，𝐹 の関係は以下のように記述できる． 

 ቂ
𝐴
𝐵

ቃ = MଵMଶMଷMସ ቂ
𝐸
𝐹

ቃ (6) 

 電子が 𝑥 = −∞ から +𝑥 の方向へ入射する場合を考えると，𝐹 = 0 となる．

このとき，式(4)，(5) および (6) を用いると，𝐴 と 𝐸 の関係は 

 𝐴 = 𝐸൫  オ  ൯e୧௞௅ (7) 

と表される．ここで |α∗β + αβ∗|ଶ = 1 が成り立っており，式(7) を用いると，ポ

テンシャル障壁の透過率 𝑇 は以下のようになる． 

 𝑇 = ฬ
𝐸

𝐴
ฬ

ଶ

= ൣ1 + αα∗ββ∗൫  カ  ൯൧
ିଵ

 (8) 

すでに求めた α，β，𝑘 および 𝛾 を用いると，αα∗ββ∗ = 𝑉଴
ଶ/൫  キ  ൯ であ

ることが分かる． 

問 A 空欄   ア  ，  イ  に入る適切な数式を 𝑚，𝜀，ℏ，𝑉଴ のうち必

要なものを用いて答えよ． 

問 B 空欄   ウ  ，  エ  に入る適切な数式を 𝑘，𝛾 を用いて答えよ． 

問 C 空欄   オ   に入る適切な数式を α，β，𝐿，𝛾 を用いて答えよ． 
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問 D 空欄  カ  に入る適切な数式を 𝐿，𝛾  を用いて答えよ．必要ならば  

(eଶ௫ + eିଶ௫)/2 = cosh(2𝑥) = 1 + 2 sinhଶ(𝑥) を用いよ． 

問 E 空欄  キ  に入る適切な数式を 𝜀，𝑉଴ を用いて答えよ． 
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［問題 2］以下の文章を読み，問 A ～ C に答えよ．解答用紙には導出過程も記

述すること．なお，Boltzmann 定数を 𝑘୆，Planck 定数を ℎ とする． 

 

 質量が 𝑚 である 𝑁 個の分子から構成される系が温度 𝑇，体積 𝑉 で平衡状態に

あるとする．𝑖 番目の分子の x 軸，y 軸，z 軸方向の運動量成分をそれぞれ 𝑝௜,୶，

𝑝௜,୷，𝑝௜,୸，座標を 𝐫௜  = (𝑥௜, 𝑦௜, 𝑧௜)で表すと，𝑗 番目の分子との分子間相互作用

 𝑈൫ห𝐫௜ − 𝐫௝ห൯ の項を含めたハミルトニアンは 

𝐻෡ = ෍
𝑝௜,୶

ଶ + 𝑝௜,୷
ଶ + 𝑝௜,୸

ଶ

2𝑚

ே

௜

+ ෍ 𝑈൫ห𝐫௜ − 𝐫௝ห൯

ே

௜வ௝

 

により表すことができる． 

 まずは，分子間相互作用がない場合について考えてみよう．この系のカノニカ

ル分配関数 𝑍(𝑇, 𝑉, 𝑁) は，式(1)で 𝑈൫ห𝐫௜ − 𝐫௝ห൯ = 0 としたハミルトニアンから出

発して分配関数の運動量に関する積分 𝑋(𝑇, 𝑁) ，および座標 𝐫௜ に関する積分

𝑌(𝑉, 𝑁)を用いて 𝑍(𝑇, 𝑉, 𝑁) = 𝑋(𝑇, 𝑁)𝑌(𝑉, 𝑁)/(𝑁! ℎଷே)  と表せる．運動量に関す

る積分 𝑋(𝑇, 𝑁) は，Gauss 関数の積分公式 

න d𝑥 exp(−𝛼𝑥ଶ) = ට
π

𝛼

ஶ

ିஶ

 

を用いて容易に計算することができ 

𝑋(𝑇, 𝑁)  =  ෑ ම d𝑝௜,୶d𝑝௜,୷d𝑝௜,୸  exp ቆ−
1

𝑘୆𝑇

𝑝௜,୶
ଶ + 𝑝௜,୷

ଶ + 𝑝௜,୸
ଶ

2𝑚
ቇ

ே

௜

=       ア        

を得る．一方，座標 𝐫௜ に関する積分 𝑌(𝑉, 𝑁) は 

𝑌(𝑉, 𝑁)  = ෑ න dଷ𝐫௜

ே

௜

= 𝑉ே 

となり，カノニカル分配関数 𝑍(𝑇, 𝑉, 𝑁) は 

𝑍(𝑇, 𝑉, 𝑁) =
1

𝑁! ℎଷே
𝑋(𝑇, 𝑁)𝑌(𝑉, 𝑁) =

1

𝑁! ℎଷே
      ア       𝑉ே  

と表せる．ここから，Helmholtz エネルギー 𝐹(𝑇, 𝑉, 𝑁) = −𝑘୆𝑇 ln 𝑍 (𝑇, 𝑉, 𝑁) およ

び①エントロピー 𝑆 = −(∂𝐹 𝜕𝑇⁄ )௏,ே を計算することができる．  

(1) 
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 次に，分子間相互作用 𝑈൫ห𝐫௜ − 𝐫௝ห൯ がある系について考察しよう．この系のカ

ノニカル分配関数 𝑍ᇱ(𝑇, 𝑉, 𝑁) は 𝑍ᇱ(𝑇, 𝑉, 𝑁) = 𝑋(𝑇, 𝑁)𝑌ᇱ(𝑇, 𝑉, 𝑁)/(𝑁! ℎଷே)  と表せ

る．運動量に関する積分 𝑋(𝑇, 𝑁) は分子間相互作用がない場合と等しい．一方，

座標に関する積分 𝑌′(𝑇, 𝑉, 𝑁) は近似的に 

𝑌′(𝑇, 𝑉, 𝑁) ≈ 𝑉ே ቆ1 +
𝑁ଶ𝐵(𝑇)

2𝑉
ቇ 

とできる．ただし，𝐵(𝑇) は温度の関数であり 

𝐵(𝑇)  =  4π න d𝑟 ቈexp ቆ−
𝑈(𝑟)

𝑘୆𝑇
ቇ − 1቉ 𝑟ଶ

ஶ

଴

 

である．これより，分子間相互作用がある系のカノニカル分配関数 𝑍ᇱ(𝑇, 𝑉, 𝑁) は 

𝑍′(𝑇, 𝑉, 𝑁) =
1

𝑁! ℎଷே
𝑋(𝑇, 𝑁)𝑌′(𝑇, 𝑉, 𝑁) = 𝑍(𝑇, 𝑉, 𝑁) ቆ1 +

𝑁ଶ𝐵(𝑇)

2𝑉
ቇ  

と表せる．圧力 𝑃 = −(∂𝐹 𝜕𝑉⁄ )்,ே なる関係式を用いると，分子間相互作用が小

さいとして，次の𝑁 分子当たりの状態方程式を得ることができる． 

𝑃 =
𝑁𝑘୆𝑇

𝑉
ቆ1 −

𝑁𝐵(𝑇)

2𝑉
ቇ 

式(2)で表される 𝐵(𝑇) を代入することで，分子間相互作用 𝑈(𝑟) が熱力学量へ及

ぼす影響を明らかにすることができる． 

 

問 A 空欄       ア       に入る適切な数式を答えよ． 

 

問 B 下線①に関して，分子間相互作用がない系のエントロピー 𝑆 を 𝑁，𝑉， 

ℎ，𝑚，𝑘୆，𝑇 を用いて表せ．Stirling の式 ln 𝑁! ≈ 𝑁 ln 𝑁 − 𝑁 を用いてよい．

さらに，このエントロピー 𝑆 が示量性（相加性）を満たすことを説明せよ． 

 

 

 

 

(2) 

(3) 
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問 C 分子間相互作用 𝑈(𝑟) の具体的な表式として，次の Sutherland ポテンシャ

ルを考えよう． 

𝑈(𝑟) =  ൝

+∞                  𝑟 < 𝑟଴

−𝑈଴ ቀ
𝑟଴

𝑟
ቁ

଺

     𝑟 ≥ 𝑟଴
 

 このとき  (a) ～ (d) に答えよ．  |𝑥|  ≪ 1 のときに  e௫ ≈ 1 + 𝑥 および

 ln(1 + 𝑥) ≈ 𝑥 という近似を用いてよい． 

(a) 式(2)で定義される 𝐵(𝑇) を 𝑟଴，𝑈଴，𝑘୆，𝑇 を用いて表せ．分子間相互

作用は小さいとしてよい． 

(b) 次の式(4)で表される Maxwell の関係式を導出せよ． 

൬
∂𝑆

∂𝑉
൰

்
= ൬

∂𝑃

𝜕𝑇
൰

௏

 

(c) 式(3)の状態方程式で記述できる系を，温度一定の条件下で準静的に体

積を変化させる過程を考える．(a)の結果と式(4)より，エントロピーの

微小変化 d𝑆 は次の式で表されることを示せ． 

d𝑆 =  
𝑁𝑘୆

𝑉
൬1 +

4

3
π𝑟଴

ଷ ⋅
𝑁

2𝑉
൰ d𝑉 

(d) (c)で考えた過程において，体積 𝑉ଵ から 𝑉ଶ まで変化させるときのエン

トロピー変化 Δ𝑆 は次の式で表されることを示せ． 

Δ𝑆 = 𝑁𝑘୆ ln
𝑉ଶ −

4
3

π𝑟଴
ଷ ⋅

𝑁
2

𝑉ଵ −
4
3

π𝑟଴
ଷ ⋅

𝑁
2

  

ସ

ଷ
π𝑟଴

ଷ ⋅
ே

ଶ
 は 𝑉ଵ および 𝑉ଶ と比べて圧倒的に小さいとしてよい． 

(4) 

(5) 


